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I. Kaplansky a ttabli dans [9] qu’une algebre de Banach complexe semi- 
simple a Spectre fini est de dimension linie. Plus tard, ce resultat a ete 
redemontre dans [IS] par R. A. Hirschfeld et B. E. Johnson et, dans [ 1, 
p. 70, theoreme 1, et p. 72, theoreme 31, par B. Aupetit qui a ameliore 
notablement le resultat en utilisant la theorie des fonctions sous-harmoni- 
ques; il a prouve qu’une algebre de Banach reelle ou complexe semi-simple 
a Spectre lini dans un ouvert non vide de l’algebre est de dimension Iinie. 
En vue d’etendre cette etude aux algebres de Jordan-Banach Aupetit et 
A. Zraibi ont montre que si A est une algebre de Jordan-Banach complexe 
telle que Sp x contient un seul point quel que soit x dans un ouvert non 
vide de A, alors A/R(A) est isomorphe a C ou A = R(A) [2, thtoreme 41. 
Une autre caracterisation des algebres de Banach de dimension Iinie est 
donnte par Kaplansky dans [8] a savoir qu’une algebre de Banach 
regulibres (XE xAx) pour tout XEA) est de dimension linie. 
Dans ce papier, nous dtterminons la structure des algebres de Jordan- 
Banach non commutatives complexes regulieres ou semi-simple a Spectre 
fini. De m&me, nous proposons une version purement algtbrique du 
rtsultat d’Aupetit et Zraibi (voir lemme 1). 
Rappelons qu’une algebre de JordanBanach non commutative com- 
plexe A est une algebre de Jordan non commutative sur C [12] munie 
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dune norme complete verifiant llxyll Q l/x/i I(yll. Pour une question de 
simplicite, now supposons dans toute la suite que A est unitaire. 
TH~OR~ME PRINCIPAL. Soit A une algebre de Jordan-Banach non com- 
mutative complexe. Si A est reguliere (x E U,A pour tout x E A) ou semi-sim- 
ple a Spectre fini (Sp x = { 2 E C/1 - x non inversible} fini pour tout x E A), 
alors A est somme directe d’un nombre fini d’ideaux simples Ai. Chaque Ai 
est de dimension finite, ou bien, Ai = C@ V, est une algebre quadratique de 
dimension infinie, avec V un C-espace de Banach muni d’une forme bilineaire 
symetrique non de’generee continue f et d’un produit anti-commutattf 
verifiant: f (x, x A y) =0 et xy= f(x, y)+ x A y, pour tout x, YE V. Si A 
est alternative, alors A est de dimension finie. 
LEMME 1. Soit A une C-algebre de Jordan semi-simple telle que Sp x 
contient un seul point pour tout x E A, alors A = C. 
Preuve. On va montrer que l’ensemble N = {x E A/Sp x = (0) } est un 
ideal quasi-inversible de A, et par suite N G R(A) = (0 1; et comme tout 
y E A s’ecrit sous la forme y = i + x avec {A} = Sp x et x E N = 0, on aurait 
A = C. 
Puisque Sp x est reduit a un seul point quel que soit x dans A, on a N = 
(x E A/x non inversible} = {x E A/x quasi-inversible} = {x E A/l $ Sp(x)}. 
Done N est quasi-inversible. 
Soit x E N, x non inversible *U,(y) non inversible, pour tout 
ye A G- U, y est quasi-inversible dans A, pour tout y E A + y quasi- 
inversible dans A(.X2), pour tout y E A (lemme d’echange [ 11, 
Proposition 31) *x2 quasi-inversible dans Acy), pour tout y E A (lemme de 
symttrie [ 11, Proposition 21) 3 x2 E R(A) = (0) [ 11, Theorem 21. 
Soient x, y E N. Si x et y sont lineairement dependants alors x + y E N et 
xy= 0. Supposons que x et y sont lineairement indtpendants. Posons 
x+ y=a+u et x- y=/?+v, avec {~}=Sp(x+ y) et {B}=Sp(x- y), 24 
et v dans N. On a (x+ y)2+(x-y)2=O=a2+j32+2c04+2~v, d’ou 
M~+/?~=O et ~u+~v=O. Done c((x+y)+fi(x-y)=O, et par suite 
cr=/?=O et x+ YEN. Ceci implique que (x+ y)‘=2xy=O. 
On en deduit que N est un ideal, car si x E N et z = A + y avec {A} = Sp z 
et YEN, on a xz=AxEN. Q.E.D. 
LEMME 2. Une algebre de Jordan reguliere A ne contenant pas d’idem- 
potents autres que 0 et 1, est une algebre de division. 
Preuve. Soit a E A, a # 0, il existe b E A tel que U,b = a et U,a = b (on 
choisit b = U,a avec U,z = a). On pose c = U,b2 il existe de A tel que 
U,,d = c et U,c = d. L’element e = U, U,d est un idempoten (on utilise 
l’identite (U, y)’ = U, U&x’)). 
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Si e = 1, a et b sont inversibles. Si e = 0, alors c = U, U,e = 0 et 
b2 = Ubc = 0. De la meme facon a2 = 0 ou bien a et b sont inversibles. Si 
a2 = b2 = 0, alors f = 2a. b est un idempotent ( (2ab)2 = 2bU,b + U,b2 + 
U,a2). f#O, car a=af#O. 
D’ou f= 1 et g= f(1 + a+ b) est un idempotent. g=O, 1 d’ou 
a+b= fl, O=b2=1f2a; a= Ti, ce qui est absurde, done a et b sont 
inversibles. Q.E.D. 
Remarque. Les lemmes 1 et 2 restent valables si l’on remplace C par un 
corps F de caracttristique 22. 
LEMME 3. Soit A une C-algPbre de Jordan-Banach ne contenant pas 
d’idempotents autres que 0 et 1. Si A est rtiggulikre ou semi-simple ir Spectre 
fini, alors A = C. 
Preuve. (i) Si A est reguliere, d’apres le lemme 2, A est une algebre de 
division. A etant normee, on a A = C. (Le Spectre de x dans A est le meme 
que dans la sous-algebre commutative associative pleine et fermee engen- 
drte par x [15, theoreme 2.31 ce qui ramene l’etude du Spectre au cas 
associatif. D’apres [4, p. 221, Sp x # @. Soit i E Sp x, A-x est non inver- 
sible et par suite x = A E C.) 
(ii) Si A est a Spectre tini et x E A avec Sp x = { %1 ,..., n,}, il existe des 
idempotents orthogonaux non nuls e, ,..., e, tels que 1 = e, + ... + e, [4, 
p. 361. Done n = 1 et Sp x est reduit a un seul point. D’apres le lemme 1, 
A = C. Q.E.D. 
LEMME 4. Soit A une C-algtibre de Jordan-Banach. Si A est r&guli&e oli 
d Spectre fini, alors A ne contient pas de suite infinie d’idempotents 
orthogonaux non nuls. 
Preuve. Soit (e,), a 0 une suite infinite d’idempotents orthogonaux non 
nuls de A. On choisit une suite I,, L 0 telle que x= C,“=O i,e” soit 
absolument convergente. (i) Si A est reguliere, il existe ye A tel que 
U,(y) =x. Les e, sont dans la fermeture de C[x]. En effet, il existe des 
polynomes qn(A) verifiant q,(1,) = l/A, et lq,(i,)l < E pour m #n. On pose 
P,,(L) = lLq,( i”). On a P,(x) =C,“=o P,(L)e, et IIP,(x)-e,ll < 
&C,ZzO IIAme,,ll. Done U,” commute avec U,. D’oh 
et Ilknenll < 3 /lIU,e,/12 11 yl(, soit 1 6 3 Ilinen II II ~11, ce qui contredit Anen + 0. 
(ii ) u, - 2, (e,) = 0, done x - A,, est non inversible et 2, E Sp x, pour tout 
n > 0. Or ceci est impossible si A est a Spectre tini. Q.E.D. 
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LEMME 5. Soit A une C-algebre de Jordan-Banach; si A est reguliere ou 
semi-simple a Spectre fini. Alors A est de capacite absolue finie: 1 = 
e, + ... fen, avec ei des idempotents orthogonaux absolument primitifs 
(U,A = C,). 
Preuve. Soit e, ,.,., e, une famille maximale d’idempotents orthogonaux 
#O (lemme 4). Les ei sont primitifs (i.e., e, ne peut s’ecrire comme somme 
de deux idempotents orthogonaux non nuls, done Aii = U,,A ne contient 
pas d’idempotents autres que 0 et ei) et e, + ... + e, = 1 
(1 - (el + ... + e,) est un idempotent orthogonal a e,,..., e,). 
Soit x E Aii. (i) Si A est reguliere, x = U,(y) = U, U, U:, y = U, U, y, 
avec U,,(y) E Aji, done Aii est reguliere. (ii) Si A est a Spectre fini, Aii est 
aussi a Spectre fini; en effect, 1 E Sp(x, A) 5 x - ;1= y est inversible dans A 
* 1 E U,,,A =z- ei = Uz, 1 E UzzU,A = Uet U,, U,,A,, = U,<,( y)A,, Z- U,!(y) 
= x - Ae, est inversible dans Aji= II # Sp(x, A,;). D’autre part R(A,,) = 
A,in R(A) = 0 [ 11, Theorem 21 done Aii est semi-simple si A est semi- 
simple. D’apres le lemme 3, on en dtduit dans les deux cas que Aii = C. 
Q.E.D. 
Demonstration du theoreme. Commen$ons par le cas commutatif, soit A 
une algebre de Jordan-Banach reguliere ou semi-simple a Spectre fini. 
D’aprbs le lemme 5. A est semi-simple de capacitt absolue finie (A 
reguliere =z- A semi-simple [10, Theorem 2)). D’aprb le theoreme de struc- 
ture de Jacobson [6, Chap. 51, A est somme directe d’un nombre tini 
d’idtaux simples A,. Chaque Ai est de l’un des types suivantes [6, Chap. 5, 
Theorem S] : 
(1) A,=C. 
(2) Ai = J(f) = C @ V, est associee a une forme bilintaire symttrique 
non dtgneree f, V est un C-expace vectoriel de dimension > 1. 
(3 ) A i = S( D,, J,) (S( D,, J,) est l’ensemble des elements ymetriques 
de l’algebre des matrices D, par rapport a l’involution J,) avec D une 
algebre de composition de dimension 1, 2, 4, ou 8 (C, C@ C, une algebre 
de quaternions de dimension 4, ou une algebre d’octonions de dimen- 
sion 8). Done (2) est la seule posibilitt pour que Ai soit de dimension 
infinie. On en dtduit la formulation suivante du theoreme dans le cas 
Jordan. 
PROPOSITION 1. Une algtibre de Jordan complexe A est reguliere norm&e 
complete (resp. semi-simple a Spectre fini normee complete) si et seulement 
si A=A,@ ... @A,,, ou chaque A, est simple de dimensionfinie ou bien Ai 
est associee a une forme bilintaire symetrique non dPgt?nCrPe continue definie 
sur un C-espace de Banach de dimension infinie. 
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(Une algebre de Jordan de dimension linie semi-simple est reguliere 
C131.) 
Considtrons maintenant le cas non commutatif. Si A est une algebre de 
Jordan-Banach non commutative reguliere ou semi-simple a Spectre fini 
alors A+ est de Jordan-Banach vtrifiant les m&mes hypotheses 
(R(A+)= R(A) si A est de Banach [14, prop. 2.6.14, p. 651). La dtcom- 
position de A + en somme directe tinie d’ideaux simples Ai implique que les 
A, sont aussi des ideaux simples orthogonaux de A [ 12, paragraph 33. 
Chaque A, etant de dimension linie ou bien une algebre quadratique de 
dimension intinie (voir [7, Lemme 3.161 par exemple, pour les algebres 
quadratiques de Jordan non commutatives). 
Si A est alternative, les seules possibilites dans le cas (2) sont les algebres 
de composition de dimension 1, 2, 4 ou 8, done A est de dimension tinie (si 
A est une C-algebre alternative telle que A + = J(f) = C@ V, avec f non 
degtneree, alors l’application: X = CL + x + I= x - x, est une involution de 
A et q(X) = Xx d&it une forme quadratique non degeneree sur A, done A 
est une algebre de composition). Q.E.D. 
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